I Funkcje wypukte

Nieré6wnosé Holdera. Jedli p,q > 1 spehiaja % + é =1, to

n n 1/p n 1/q
Z apby, < <Z \ak|p> (Z ]bk|q> dla dowolnych ay, ..., a,,bi,..., b,.

k=1

Nieré6wnosé¢ Jensena. Jesli f: D — R jest wypukta, z1,...,2, € D, aq,...,a, =0
oraz a; + ...+ a, =1, to

flogzy + ...+ apzy) < arf(xy) + .00 4 anf(x,).

Zadanie 1.1. (nieréwno$¢ Minkowskiego) Dla dowolnych ciagéw rzeczywistych aq, . . . , a,,
by, ..., b, i dowolnego 1 < p < oo zachodzi nieréwnosé trojkata

la+0blle, < llalle + [blle,

w = (S0 oP) 2.

Wskazéwka. Zastosowaé nieréwnosé Holdera dla |ag||ay + bg|[P~! oraz |bg||ax + br|P~L.

gdzie ||z

Zadanie 1.2. Dowies¢, ze jesli prosta ma trzy rozne punkty wspélne z wykresem
funkcji wypuktej, to ma z nim wspolny caly odcinek.

Zadanie 1.3. Wykaza¢, ze dla dowolnych parametrow a, b € R rownanie tgz = ax+b

ma co najwyzej trzy rozne rozwigzania w przedziale (—7, 7).

Zadanie 1.4. Udowodni¢, ze jedli funkcja f: R — R jest wypukta i ograniczona z
gory, to jest stala.

Zadanie 1.5. Czy funkcja wypukta i ograniczona f: (0,00) — R musi by¢ stata?

Zadanie 1.6. Niech o, 3,7 > 01i a+ 8+ v = m. Dowies¢, ze wtedy:

(a) sin g -sinf-sin2 < L;

(b) cos2-cosZ - cosT < 2,



Wyjasnié, kiedy zachodzi réwnosc.

Zadanie 1.7. Dla 0 < x < y wyprowadzi¢ nieréwnosci

e’ >z e +e(y —x), ﬂéﬁ—i—g 1ny<lnx+i.
x

2\’

Wskazowka. Wykres funkcji wypuktej lezy nad styczna, a funkcji wklestej — pod.

Zadanie 1.8. Z nieréwnosci Jensena (dla funkeji Inz i 2P) wyprowadzié¢ klasyczne
nieré6wnosci miedzy srednimi dla x4, ..., x, > 0 oraz p > 1:

—< n./L' . - <
1 TR 1°--- n X

Tn

n $1+...—|—xn<<:ﬂ’f+...+:ﬂ{’l>l/p
n
Zadanie 1.9. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci, jakie moze przyjmowac wyrazenie
a b c d
b+c+d+ 0L+c~|—al+ oz~|—b+d+ a+b+c
dla dodatnich liczb a,b,c,d > 0.

Wskazowka. W przypadku a+b+c+d = 1 zastosowa¢ nierownos¢ Jensena dla funkcji

flx) =%,

Zadanie 1.10. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréw-

nosé
L n
Sk, <)< T,
k=1 k

Wskazéwka. Nieréwnosé Jensena dla funkeji /.

Zadanie 1.11. Korzystajac z wypuklosci funkcji tangens na przedziale [0, 7), do-
wies¢, ze spoérod n-katow opisanych na danym okreg najmniejszy obwod i zarazem
najmniejsze pole ma n-kat foremny.

Wywnioskowaé, ze wsrod wielokatoéw opisanych na okregu o promieniu r kres dolny

obwodéw wynosi 277, a kres dolny pél mr?.

Zadanie 1.12. Korzystajac z wklestosci funkeji sinus na przedziale [0, ], dowiesé,
ze sposrod n-katow wpisanych w dany okreg najwiekszy obwod i zarazem najwieksze
pole ma n-kat foremny.

Wywnioskowad, ze wsrod wielokatéw wpisanych w okrag o promieniu r kres gérny
obwodéw wynosi 277, a kres gérny pél 7r?.



2 Pochodna — wiadomosci wstepne

Podstawowe wlasnosci.

(f+9)=Ff+4g, (fg9)=Ffg+1d, (1/9)=~g/g", (fog)=(fog) ¢
Ponadto exp’ = exp i w konsekwencji sin’ = cos, cos’ = — sin.

Dalsze wlasnoéci (wyprowadzone z tych wyzej).

(flg) = (F'a—1g)/e*, (f7) =1/(fof), (Xi: aprt) = Zij kaga" ™!

Zadanie 2.1. Z faktu exp’ = exp wyprowadzi¢, ze pochodng logarytmu naturalnego
In jest funkcja 1/x.

Zadanie 2.2. Wyprowadzi¢ wzory
1
sin’ = cos = \/1 — sin?, tg' = — =1+ tg?
cos

na przedziale (—7, 7). Wywnioskowa¢, ze

. 1 o 1
arcsin’ = —— arctg’ = )
& 1+ 22

V1 — 2?2

Zadanie 2.3. Wyznaczy¢ pochodne nastepujacych funkeji:
(a) a® na R (a > 0 — stala)
(b) z* na R* (a € R — stala)

(¢) ¥ na R

Zadanie 2.4. Niech f(z) = X7, axz”® bedzie funkcja wielomianows.
(a) Wyznaczy¢ pochodne f kolejnych rzedéw w punkcie z = 0: f*)(0) = klay.

(b) Wywnioskowaé, ze

k!

Dlaczego mozna sumowaé az do nieskonczonosci?

k=1

1



(¢) Uzasadni¢ wzor

oo r(k) a
f@) =3 06— o,

k=1
w ktérym 0 zastgpiono dowolnym punktem a € R.

Zadanie 2.5. Obliczy¢ pochodne funkcji x4/9 + sin(tg z) oraz sin(xy/4 + sin(tgx))

w punkcie z = 0.

Wskazowka. Po prostu skorzystaé¢ z definicji.

Zadanie 2.6. Przy zaltozeniu, ze funkcja f jest rozniczkowalna w a, wyznaczy¢ gra-

nice
i L@t h) — fla—h)
h—0 2h

Czy z istnienia tej granicy wynika istnienie f'(a)?

Zadanie 2.7. Zaltézmy, ze funkcja f: R — R jest rézniczkowalna. W ktorych punk-
tach rézniczkowalna jest funkcja | f|7?

Zadanie 2.8. Dla jakich wartosci parametru o € R funkcja

f(z) z®sin(1)  dlaz >0,
€Tr) =
0 dlaz <0
jest
(a) ciagta na R?

(b) rézniczkowalna na R?

(¢) ma ciagla pochodng na R?



3 Twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej

i jego konsekwencje

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej Jesli f jest ciagta na [a, b] i réznicz-
kowalna w (a,b), to w pewnym punkcie z € (a,b) zachodzi réwnoséé f'(z) = %.
To proste twierdzenie pozwala badaé przebieg zmiennosci funkcji poprzez analize jej
pochodnej; w szczegdlnosci pozwala zbadaé, czy dana funkcja jest monotoniczna,

wypukta etc.

Zadanie 3.1. Zalézmy, ze funkcje ciagle f, g, h: [a,b] — R sa r6zniczkowalne w (a, b).
Wykazaé, ze w pewnym punkcie x € (a,b) zachodzi réwnosé
fla) f(b) f(x)

det | g(a) g(b) ¢'(x)| =0.
hia) h(b) H(z)

f
Wskazowka. Rozwazy¢ funkcje u(z) := | g(a)
h

Zadanie 3.2. Wyprowadzi¢ z poprzedniego zadania (przy tych samych zalozeniach)
twierdzenie Cauchy’ego:

Jre(ap) L&) _ (0 ile g(b) # g(a))

oraz twierdzenie Lagrange’a:

F(b) ~ f(a)

dz € (a,b) f'(z) = P

Zadanie 3.3. Udowodni¢, ze jesli funkcja f: (a,b) — R ma pochodna stale réwna
zero, to jest stata.

Zadanie 3.4. Wykazac, ze jesli funkcja rozniczkowalna f: R — R spelnia réwnanie
rozniczkowe f'(z) = f(x) (dla wszystkich x € R), to jest zadana wzorem f(z) = ae”
dla pewnego a € R.

Wskazowka. Rozwazyé pomocniczo funkcje e f(z).



Zadanie 3.5. Funkcja rézniczkowalna f: (a,b) — R spetnia réwnanie f'(z) = 1+(f(x))?
(dla wszystkich x € (a,b)). Wykazaé, ze b —a < 7.

Wskazéwka. Rozwazyé pomocniczo funkcje arc tg(f(x)).

Zadanie 3.6. Zweryfikowa¢ wypuklo$é nastepujacych funkcji:
(a) —sinz na przedziale z € [0, 7];
(b) tgx na przedziale x € [0, 7);

(¢) I na przedziale (0, 00).

Zadanie 3.7. Niech f: R — R bedzie funkcja rézniczkowalng. Czy prawda jest, ze

muszg istnie¢ punkty a < 0 < b, dla ktérych f/(0) = %7



4 Badanie przebiegu funkcji

Pochodna a zmiennos$¢ funkcji. Niech f bedzie funkcja rézniczkowalng. Wtedy
e f ma lokalne ekstremum w g = f’(z¢) = 0;
e f jest niemalejaca <= f' >0
e f jest rosnaca <= [’ > 0 oraz f’ nie zeruje sie na zadnym odcinku;
e [ jest wypukla <= f’ jest niemalejgca.

Analogicznie mozna scharakteryzowac, kiedy f jest nierosngca, malejgca czy wklesta.

Zadanie 4.1. Wykazac, ze dla 0 < x < 1 oraz n € N zachodzi nieréwnosé

In(1 —x) Z%

Wskazowka. Zbadaé¢ pochodna réznicy tych dwédch funkeji.

Zadanie 4.2. Udowodni¢, ze funkcja arc tg spetnia nierownosé¢ Lipschitza ze statg 1:

|arctg(z) — arctg(y)| < |v —y| dlaz,y eR.

Zadanie 4.3. Uzasadnié¢ nieréwnosci

Tl caretg2< Ty !
1 5 arctg 1 2

Wskazowka. arctgl = 7

Zadanie 4.4. (a) Wykazaé, ze f(x) = x +sinz jest funkcja (scisle) rosnaca na R.

(b) Wywnioskowaé, ze f: R — R jest bijekcja, wiec istnieje funkcja odwrotna
fTL:R—R.

(c) Dla jakich y € R istnieje (skoriczona) pochodna (f~1)(y)?

Zadanie 4.5. Funkcja f: R — R jest zadana wzorem f(z) = x + sin(2z).

1



(a) Wyznaczy¢ jej punkty krytyczne, czyli punkty zerowania si¢ pochodne;.
(b) Czy f posiada minimum lub maksimum globalne?
(¢) Czy f posiada minimum lub maksimum lokalne?

)

d) Naszkicowaé¢ wykres [’ oraz f.
( y

Zadanie 4.6. Niech 0 < ¢ < 1. Wykazaé, ze istnieje dokladnie jedna funkcja
f: R — R spelniajaca réwnanie

f(z) —esin(f(z)) =2 dlaz eR.

Uzasadni¢, ze jest ona rézniczkowalna.
Zadanie 4.7. Znalez¢ minimum objetosci stozkéw opisanych na kuli o promieniu r.

Zadanie 4.8. Sposrod wszystkich deltoidéw o obwodzie [ wskazaé ten o najwigkszym
polu.

Zadanie 4.9. Dwukrotnie rézniczkowalna funkcja f: (0,1) — R spelnia | f"(z)| < M
dlaz € (0,1). Wykazaé, ze spelnia ona warunek Lipschitza | f(z)—f(y)| < N z pewna
stata V.

Zadanie 4.10. Dana jest funkcja

F0,5) =R, f(z) = (tga)™E),

2

Wykazaé, ze f osiaga swoj kres dolny w doktadnie jednym punkcie u € (0, %), po-
dobnie sw6j kres gorny w doktadnie jednym punkcie v. Wyznaczy¢ sume u + v.



5 Praca domowa — pochodna

Zasady rozwigzywania. Ponizsze cztery zadania nalezy samodzielnie rozwiazac,
a nastepnie ztozy¢ poprzez strone kursu na Moodle. Preferowana forma to dokument
zredagowany elektronicznie, dopuszczalny jest tez skan odrecznych rozwigzan pod
warunkiem czytelnosci pisma oraz skanu. Mozna i nalezy korzysta¢ z twierdzen dowie-
dzionych na wyktadzie i éwiczeniach, ale w przypadku twierdzen bez nazwy /nazwiska
nalezy wskaza¢ na zatozenia i tez¢ wykorzystywanego twierdzenia.

Termin. Rozwiazania nalezy odda¢ do piatku 17 marca (do péinocy).

Zadanie 5.1. Wyznaczy¢ pochodng funkcji

fiR—=R, f(x)=(z— 2] sin®(rz).

Zadanie 5.2. Dana jest dwukrotnie rézniczkowalna funkcja f: R — R spelniajaca
f"(x) =0 dla z € R. Wykazaé, ze jest to funkcja liniowa: istnieja takie a,b € R, ze
f(x) =ar+bdlaxeR.

Zadanie 5.3. Znalez¢ kresy gorny i dolny funkcji

fi(0,00) SR, fla) = 2@)

T

a jesli sa one przyjmowane, to okresli¢, w ktorych punktach. Nastepnie rozstrzygnac,
ktora z liczb jest wieksza: 7€ czy e”.

Zadanie 5.4. Dana jest funkcja ciagta f: [0,2] — R dwukrotnie rézniczkowalna w
(0,2). Udowodni¢, ze jesli f(0) =0, f(1) =1, f(2) =2, to f"(xy) = 0 dla pewnego
Ty € (0, 2)



6 Wzor Taylora

Wzorem Taylora mozemy nazwaé¢ wzor

: a . f(k) (CI,) k . . ”
gdzie Tof(z) =) X (x —a) — ,wielomian Taylora”,
k=0
Ry f(x) = [f(z) =T, f(x) ~ reszta’.

Interesujace jest to, co (przy odpowiednich zalozeniach) mozna powiedzieé o reszcie:

e R, f(z)=o((z —a)"), to znaczy m 7% 0 (whasnoéé Peano);

n+1

foE)

° Bflw) = (n+1)!

ge'a);

(x —a)""" dla pewnego & pomiedzy a i z (postaé Lagran-

+t(r —a))
n!

i 1 f(n+1)(a . )
o R f(x) = (v —a)" /0 (1 —¢)™ dt (postaé catkowa).

Zadanie 6.1. Sprawdzi¢, ze jesli f jest wielomianem stopnia < n, to T/f = f
niezaleznie od a € R (por. Zadanie 2.4).

Zadanie 6.2. Jesli f jest rozniczkowalna n-krotnie, to (7,3 f) (z) = (T5_, f')(x).

Zadanie 6.3. Zal6zmy, ze f jest (n+ 1)-krotnie rézniczkowalna. Wyprowadzié¢ wzér

0o (T f (z)) = L5 @) () wywnioskowaé z niego posta¢ Lagrange’a reszty.
n n!
Uwaga. Symbol 0, oznacza pochodng czgstkowq wzgledem zmiennej a, czyli po prostu
ga. oy

pochodng funkcji a — T f(x) (dla ustalonego z).

Zadanie 6.4. Uzasadni¢, ze wielomian Taylora jest jedynym wielomianem stopnia
< n, dla ktérego reszta posiada wlasnosé Peano. Innymi stowy, jesli f(z)—p(x) = o((x—a)™)
dla pewnego wielomianu p stopnia < n, to p =T f.

Zadanie 6.5. Dla funkcji f(z) = (cosx + sinx)e” wyznaczy¢ wielomian Taylora
T? f(x) na dwa sposoby:



e wyznaczajac pochodne f(0), f(0), f”(0) i podstawiajac do wzoru;

e korzystajac z rozwiniec

1 1
cost =1— §x2 +o(x?), sinx=x+o(z?), e =14+ 3% + o(z?).

Zadanie 6.6. Wykaza¢, ze dla x — 0

(a) Inz =0 (m%) dla dowolnego € > 0;

(b) wsiny/x = O(2*/?);

(c) y/z + o+ T~ /1.

Wyjasnienie symboli. f = o(g) oznacza zbieznosé % — 0, f = o(g) oznacza
ograniczonos¢ % na pewnym (naklutym) otoczeniu z = 0, f ~ g oznacza zbieznosé

@)
o L

Zadanie 6.7. Jakiego rzedu wzgledem = przy x — 0 jest wyrazenie

V1—2x—+/1-3z?

Zadanie 6.8. Oblicz pochodna rzedu 2022 i 2023 w zerze dla funkcji f(x) = 1—112'

Zadanie 6.9. Wyznaczy¢ granice:

)i sin @ b I ( 1 o2 )
a) lim ———— im (= —ctgz
-0~ /1 — cosx z—0 \ 2 &
, 1 2sinx —2tgx . x+In(v1+4+22—1x)
¢) lim ( > d) lim
z—0 xz 1‘5 z—0 1‘3

Zadanie 6.10. Zbadacé zbiezno$¢ szeregu

S 0me() )



Zadanie 6.11. Obliczy¢
(a) e z doktadnoscia do 1077;

(b) v/5 z doktadnoscia do 1074,

Zadanie 6.12. Niech f: R — R bedzie funkcja klasy C? speiajaca f(0) = 1,
f(0) =0, f'(0) = —1. Wykazaé, ze dla dowolnego = € R zachodzi

A (f (%)) =P,

Uwaga. Ten fakt jest kluczowym sktadnikiem dowodu centralnego twierdzenia gra-

nicznego, ktére mowi (w duzym uproszczeniu) o uniwersalnosci rozkltadu normalnego.

Zadanie 6.13. Wyznaczy¢ granice JL%O V/8x3 4 622 — ax w zalezno$ci od parametru
a € R.

Zadanie 6.14. (funkcja niebedaca swoim szeregiem Taylora) Rozwazmy funkcje

fR-R,  flo)=

e”/* dlaz >0,
0 dla x < 0.

Wykazaé, ze jest to funkcja gladka (tzn. rézniczkowalna dowolnie wiele razy).

Zadanie 6.15. Skonstruowa¢ funkcje gtadka
(a) f dodatnia na zbiorze (—1,1) i zerowa poza nim;
(b) g o wartosciach w [0, 1], speliajaca g(z) =1dlaz > 11ig(x) =0dlax < —1;
(¢) h o wartosciach w [0, 1], spelniajaca h = 1 na [-1,1] i h = 0 poza (—2,2).

Wskazowka. Konstrukcje funkcji f, g, h mozna oprze¢ na funkcji z poprzedniego za-
dania, i to nawet bez wchodzenia w szczegoly jej konstrukeji.



Zadania dodatkowe

Poniewaz temat jest wazny i bogaty w konsekwencje, polecam pochyli¢ sie réwniez
nad ponizszymi zadaniami, ktérych nie bedziemy omawia¢ na zajeciach.

Zadanie 6.16. Poda¢ wielomian Taylora T% f(x) dla funkcji f(x) = sin?(3x).

Zadanie 6.17. Wyznacz wielomian Taylora w zerze do wyrazu x™ wtacznie. Oblicz

F(0).
(a) zcosx —sinx, n =T,

(b) 2tz n =4
(1+x)100 o .
(¢) TaamarmE n =2

(d) In(cosz), n = 6.

Zadanie 6.18. Wyznaczy¢ granice:

rCcosx —sing

I

(a) :vlg(l) sinz —x
T _om% _9

(b) lim & v

t—0 g —sinx

Zadanie 6.19. Obliczy¢
o= (1+2)7),

Wskazowka. Moze sie okazaé¢ przydatna reguta de 'Hospitala.

Zadanie 6.20. Wykaza¢, ze jesli funkcja f: R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna
i % 29,0, to f”(0) = 0. Uzasadni¢, ze zalozenie o dwukrotnej rézniczkowalnosci
jest istotne.

Zadanie 6.21. Niech f: (—1,1) — R bedzie funkcjg klasy C? spelniajaca f(0) = 0.
Wyznaczy¢ granice
[1/v/]
lim kx).
ty 3 0

4



Zadanie 6.22. Oszacuj blad przyblizenia sinz ~ = — ¢2* dla |z| < 1.

Zadanie 6.23. Wykorzystujac wzor Taylora, wykaza¢ nieréwnosci

2 3 4 2 3
x—%+%—%<ln(l+x)<x—%+% dla z > 0.

Zadanie 6.24. Zatozmy, ze f jest n-krotnie rézniczkowalna. Wyprowadzi¢ nastepu-
jacy wzor na reszte:

1) = ()

t—x

R:f(x) = (x —a)"™,  gdzie Q.(t) =

Uwaga. Gdy f ma jedna pochodng wiecej, wzér ten mozna wyprowadzi¢ z Zadania
6.3.



7 Praca domowa — wzor Taylora

Errata 2023-03-30 W Zadaniu 7.2a zmieniono r — oo na r — 0, a w Zadaniu
7.4 poprawiono wspotczynnik przy z? z % na i = i. W zwiazku z tymi zmianami

termin oddania pracy domowej zostat przesuniety z 31 marca na 5 kwietnia.

Termin. Rozwiazania nalezy odda¢ do piatku 5 kwietnia (do péinocy).

241
24+l

Zadanie 7.1. Wyznaczy¢ kresy zbioru wartosci funkcji f(z) =

Zadanie 7.2. Obliczy¢ granice:

sin(sinx) — tg(tg x)

(a) lim

z—0 1}3
1 /1
(o) tim - (;, ~ ctee)

Zadanie 7.3. Zbada¢é zbieznos¢ szeregu

Zadanie 7.4. Wykazaé, ze dla |z| < 1 btad przyblizenia

~1 12+1 4
COST =~ 2.17 2427

1

nie przekracza ;.



8 Zbieznosé ciagdéw funkeyjnych

0

fn — fpunktowo = VaVedny |fu(z)—f(z)|<edlan>=n
| <edlan >ng

f
fn = f jednostajnie = VedngVa |fu(z)— f(z)

Zadanie 8.1. Czy szereg

er=3 " dazeR

n=0 """

zbiega punktowo? Czy jednostajnie? Czy niemal jednostajnie?

Zadanie 8.2. Wykaza¢, ze granica punktowa funkcji wypuktych jest funkcja wypu-
kta.

Zadanie 8.3. Zbada¢ zbieznos¢ jednostajng i punktowa ciagow

(a) fo(z) =n?- 1_(;%(’99 na zbiorach [1,00) i (0, 1];

(b) gn(z) = n*z exp(—na?) na odcinku [0, 1].

T

Zadanie 8.4. Rozwazmy funkcje f(z) = o) Definiujemy ciag funkcyjny przez
wielokrotne sktadanie funkcji:

folz) = f(x) = fo fo...of(x).

n razy

Zbada¢ zbieznos¢ jednostajna tego ciggu na zbiorze x > 0.

Zadanie 8.5. Dla danej funkcji f: R — R okredlmy rodzine jej przesunieé, czyli
funkeji fi: R = R, fi(z) = f(z —t). Wykazaé, ze

(a) f jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu t, — 0 zachodzi
zbieznos¢ punktowa f;, — f na R.

(b) f jest jednostajnie ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu ¢,, — 0
zachodzi zbieznos¢ jednostajna f;, = f na R.

1



Zadanie 8.6. Wykazac, ze jesli cigg wielomianow P, zbiega jednostajnie do f na
R, to funkcja f tez jest wielomianem.

Wskazowka. Rozwazy¢ konsekwencje warunku Cauchy’ego dla takiego ciagu.

Zadanie 8.7. Zbada¢ zbieznosé¢ ciagéow f,, i f, na zadanym zbiorze:

sin(nz)

(a) fn(x) ="/ na R;

(b) gn(z) = 7%z na [—1,1].

Zadanie 8.8. Wykazaé¢, ze jednostajna granica funkcji ograniczonych jest ograni-
czona. Czy twierdzenie to prawdziwe jest w przypadku granicy punktowej?

Zadanie 8.9. Niech f bedzie dowolna funkcja rzeczywista i okreslmy f,(x) := W
Udowodni¢, ze f, = f.

Uwaga. To zadanie pokazuje, ze kazda funkcja rzeczywista jest jednostajng granica
funkcji o wartosciach wymiernych.

Zadanie 8.10. Wykaza¢, ze ciagg wielomianéw P, okreslonych rekurencyjnie poprzez
1
Po(z) =0, Poyi(z) :Pn($)+§(x_Pn<x)2)
jest jednostajnie zbiezny na [0, 1] do funkcji f(x) = /.
Zadanie 8.11. Wykazaé, ze istnieje ciag wielomiandéw jednostajnie zbiezny na prze-

dziale [—1, 1] do funkcji |x|.

Wskazowka. Skorzystaé z poprzedniego zadania.

Zadanie 8.12. Dowiesc¢, ze jesli funkcja f: R — R ma ciagta pochodna, to ciag
funkeyjny fo(z) = n(f(z + L) — f(z)) zbiega do f’ niemal jednostajnie na R.

Zadanie 8.13. Powiemy, ze f, zbiega do f w sposob ciggly na A C R, jesli dla
kazdego ciagu z,, € A zbieznego do = € A zachodzi zbieznos¢ f,(x,) — f(z).



(a) Jesli f,, — f w sposéb ciagly na A, to f jest funkcja ciagta na A (nawet gdy
fn sa nieciagte).

(b) Jesli f, = f na Ai f jest funkcja ciagta, to f, — f w sposéb ciggly na A.

(c) Na przyktadach A = [0,1] 1 A = (0,1) udowodni¢ lub obali¢ twierdzenie od-
wrotne: czy z cigglosci f i cigglej zbieznosci f,, — f wynika zbieznosé¢ jedno-
stajna f, = f?

Zadanie 8.14. Zbadaé¢ zbiezno$¢ punktows i jednostajng nastepujacych ciggow
funkcyjnych:

(a) a™ " na [0, 1]

)
(b)
()
(d) e""™" na (0,1)
)
)
)
)

;;n na zbiorach [0, 3], [3,2], [2, 00)

(a:/n) na (0,1)

(e
(
(g) (L+2")"" na[0,2]
(

h) nsin(z/n) na [—m, 7

f) zarctg(nz) na (0, 00)



9 Szeregi funkcyjne

Kryterium Weierstrassa. Jedli |f,(z)| < M, dla dowolnego z oraz szereg > M,
jest zbiezny, to szereg Y f,(z) jest jednostajnie zbiezny.

Tw. o rézniczkowaniu granicy. Jesli ciag f/ zbiega jednostajnie, a f,(zq) zbiega
dla jakiego$ xg, to f, zbiega jednostajnie do funkcji, ktérej pochodna jest lim f.

Zadanie 9.1. Zbada¢é zbiezno$¢ nastepujacych szeregdéw funkcyjnych:

o0

(a) > <72T —arctg(n?(1 + 332))> na R

n=1

(b) ixz(l — 23" T na [-1,1]

Zadanie 9.2. Wskaza¢ przyktad ciagu funkcji nieujemnych ciagtych f,: [0,1] — R,
dla ktorych szereg - f,, jest jednostajnie zbiezny, ale nie mozna zastosowac kryterium
Weierstrassa (tj. szereg > sup f,, jest rozbiezny).

Zadanie 9.3. Wykaza¢, ze funkcja

> x
f@ =2 s
jest dobrze okreslona i klasy C* na R.
Zadanie 9.4. Wykaza¢, ze funkcja
> 1
f(l‘) = ngl n2 — x2

jest dobrze okreslona i ciagta na R\ Z.



Zadanie 9.5. Wykazac, ze funkcja
> 1
- 1 2.2
Z:: 2 ( +nx )
jest
(a) dobrze okreslona i ciggta na R;

(b) klasy C! na R\ {0};

(¢) nierézniczkowalna w z = 0.

Zadanie 9.6. % Co prawda szereg 1 —1+1— 1+ ... nie jest zbiezny do 1/2, ale

00 nn$—>171 oo_nlx_>0+}

Wskazéwka. Osobno zbada¢ dwa szeregi >0, (—1)""! (n% + m)



10 Szeregi potegowe

Wzér Cauchy’ego-Hadamarda. Jesli M := limsup, . |a,|'/" < oo, to szereg
> a,x™ jest niemal jednostajnie zbiezny na (—ﬁ, ﬁ) Ponadto pochodne tego szeregu

otrzymujemy, rézniczkujac wyraz po wyrazie.

Zadanie 10.1. Niech (F},) bedzie ciagiem Fibonacciego: Fo = Fy = 1, Fj 190 = Fp1+F,.
Wykazaé, ze szereg F(x) 1= Y00 F,,x" jest jednostajnie zbiezny na [—%, %], a na-

272
stepnie wyprowadzi¢ wzor F(z) = ———.

Wskazowka. Wyprowadzié oszacowanie F, < 2". Zeby wyznaczy¢ funkcje F(z), po-
rownaé ja z funkcjami zF(x) i *F(x).

1 1 1

. 7 s . # _ 1 o
Uwaga. Korzystajac z roéwnosci = <

: _ —1£V5
1—x—x2 T4—T x_—x) (gdZIe Ty = 2 >’

rozwiniecia w szereg geometryczny oraz Zadania 10.2, mozna wyprowadzi¢ jawny
wzér na F,.

Zadanie 10.2. Udowodni¢, ze jesli funkcja f jest zadana przez zbiezny szereg po-
tegowy > a,z™, to jest réwna swojemu szeregowi Taylora. Wywnioskowaé, ze dwa
rozne szeregi potegowe nie moga by¢ zbiezne do tej samej funkcji.

Zadanie 10.3. Rozwingé¢ nastepujace funkcje w szereg potegowy:

(a) sin’x
(b) o

(c) arctgz

(d) In(1+ 2)

Zadanie 10.4. Korzystajac z Zadania 10.3, wyprowadzi¢ rownosci

35 7 4
1 1 1
l——4+-—-—+4+...=1n(2
2 371" n(2)
Zadanie 10.5. Podaé przyktad szeregu potegowego f(x) = >0, a,z™ o promieniu

zbieznosci 1, dla ktorego



(a) szereg zbiega w punkcie 1, tym samym funkcja f przedtuza sie do funkeji ciagle;
na (—1,1J;

(b) szereg nie zbiega w punkcie 1, a granica lim, ;- f(z) jest nieskoniczona;

(c) szereg nie zbiega w punkcie 1, a funkcja f mimo to przedtuza sie do funkeji
ciaglej na (—1, 1].

Wskazowka. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: jesli szereg zespolony Y >°  a, 2"
ma promien zbieznosci R, to funkcja nim zadana nie przediuza si¢ do funkcji ciagtej
na domknietym kole Bg. Nie jest to jednak prawda w przypadku rzeczywistym.

Zadanie 10.6. Zal6zmy, ze promien zbieznosci szeregu potegowego f(x) = Y00 g a,z”
wynosi 1, ponadto istnieje granica g := lim,_,;- f(z). Wykazaé, ze jesli zachodzi kté-
ry$ z warunkow

(a) a, =0,
(b) na, — 0,

to szereg > >, a, jest zbiezny, a jego granica jest g.

Zadanie 10.7. (o granicy gornej i dolnej) Uzasadnié¢ nastepujace charakteryzacje
granicy gornej ciagu (a,):

(a) inf sup ay;

n20 >

®) Jiy (s )

—
n—00 \ ;>

(c) najmniejsza liczba M taka, ze dla dowolnego € > 0 zachodzi a, < M + ¢ dla
dostatecznie duzych n (o ile taka istnieje, wpp. +00);

(d) najwieksza liczba bedaca granica podciagu (ay,).

Sformutowac analogiczne charakteryzacje dla granicy dolnej.

Zadanie 10.8. Wyznaczy¢ zbiér punktéw zbieznosci nastepujacych szeregéw pote-
gowych:

(a) if;:vn (b) i(2+(_1)n>nxn
© Z<52++<<—_1?> @ Xre” (@ Y



Zadanie 10.9. Wyznaczy¢ zbior punktow zbieznosci nastepujacych szeregow:

W XU ey ()

n=1 n=1 Z

© YGe-n @ X ESE-1r @ X Ve
n=1 3 n=1 (2”) n=1
Zadanie 10.10. Dany jest szereg potegowy f(z) = > 0°  a,2™ o dodatnim promieniu

zbieznoéci. Wyznaczy¢ n-tg pochodna w zerze F(™(0) dla funkcji F(z) = {(fgg



I Calka nieoznaczona
Zadanie 11.1. Obliczy¢ [sinx cosz dz:

(a) przez czesci, przyjmujac f(z) =sinz i ¢'(z) = cosz,
(b) przez czesci, przyjmujac f'(z) =sinz i g(x) = cosz,
(c) przez podstawienie, przyjmujac y = sin x,

(d)

)

przez podstawienie, przyjmujac y = cosz,

stosujac wzor sinx cosx = 3 sin(2x).

(e
Zadanie 11.2. Wyznaczy¢ catki nieoznaczone:
/I2\/ 223 — 3 /mez /erQ /e:‘c sinx
In(x) 1
1 Jmap [
/ x / e (Inz) x2—1
ot

/arctg:p /5524—1 41 / er—1

Zadanie 11.3. Wyprowadzi¢ wzoér rekurencyjny pozwalajacy wyznaczy¢ [ cos™ x i

fmdlaTL:O,l,Q,....

Wskazéwka. Calkowanie przez czesci (cos = sin’) i podstawienie (z = tgu).

Zadanie 11.4. Wyznaczy¢ catki nieoznaczone:

/IE2€_$ /xe“” sin x /352 /1
14 22 202 + 3

/arcsinx /xarctg:c /I’aI”CCOSI'

/(1%—1:172)2 /cosgx /e\/5 /1_\?5\3/5

Zadanie 11.5. (metoda ostatniej szansy) Wykaza¢, ze podstawienie ¢ = tg(x/2)
pozwala sprowadzi¢ catke z funkcji wymiernej od sinz, cosx do calki z funkcji wy-
miernej od ¢t. Innymi stowy, wyprowadzi¢ wzory postaci

sinx = f(t), cosx = g(t), dz = h(t) dt.

1



Zadanie 11.6. (o funkcjach hiperbolicznych) Definiujemy tzw. hiperboliczne funkcje
trygonometryczne cosh(z) = <= sinh(z) = <=

(a) Sprawdzi¢, ze zachodza réwnodci sinh’ = cosh, cosh’ = sinh, cosh? — sinh? = 1.

(b) Wyprowadzi¢ jawnym wzorem odwrotnosci funkeji sinh: R — R, cosh: [0, 00) — [1, 00)
(parzystosé cosh sprawia, Ze nie da sie tej funkcji odwrdcié globalnie)

(¢) Wyznaczy¢ calki nieoznaczone
/\/1+x2, /\/xQ—l, /\/1—:1;2.

Uwaga. Warto poréwnac definicje i wlasnosci sinh, cosh z definicjami i wtasnosciami

. iz —ix . ir_ —iT . . .
cos, sin: cosxr = %, sinz = “——, sin’ = cos, cos’ = — sin oraz sin® + cos® = 1.

Zadanie 11.7. Wyznaczy¢ caltki nieoznaczone:

3

(a) sin® 2z cos® x

(b) sin*z cos® z

(c) sin®z cos*

1
d ———
( ) sin? z cos

2sinx + 3cosx
2

(e)

xcosx + 2cosdx

0055 T

1+sin’x
1

1+ sinx + coszx

(f)
(2)

Zadanie 11.8. Wyznaczy¢ catki nieoznaczone z nastepujacych funkeji wymiernych:

(a) —

xt—1
1

b) —
(b) z(1 + 2?)

1
bx? +2r + 1

1

(14 22)?

()
(d)



12 Caltka oznaczona

Zadanie 12.1. Obliczy¢ nastepujace calki oznaczone:

2 92 /4 1
a)/l ’ b)/o tgx c) /0 arctgx

3 +1

/2 41 2
d)/ rsinx e) ne f) / ze”

0 0

1 T

3 3 /2
g) / 2% (20° + 4)? h) / V9 — 22 i) / sinz cos x
0 0 0

Zadanie 12.2. Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji zmiennej x:

2

/ t(1+¢%)° dt / 1—t*dt / e dt
1 0 z—1

Zadanie 12.3. Uzasadnic, ze

f(z) < g(x) dla x € [a, b] = /abf(cc) dz < /abg(x) dz,

zarowno dla catki Riemanna, jak i catki Newtona.

Zadanie 12.4. Dla kazdej z ponizszych catek niewlasciwych wyznaczy¢ zakres pa-
rametréw a € R, dla ktorych catka ta jest zbiezna:

1 00 00
/ x® dx / x® dx / x® dx.
0 1 0
Zadanie 12.5. Obliczy¢ nastepujace catki niewtasciwe:
o dx 1 dz oo oo dx
oy / e / o dz  d / v
2 /—001+ZE2 ) 141 — 22 ¢) o © ) —oo xt+4

©° dz ™/4 dz
e)/o re " do f>/2 24+x—2 g)/o sin z cos

Wskazowka. 7 Zadania 12.3 wynika, ze mozna zastosowac¢ zasad¢ poréwnawczg ana-

logiczng do tej dla szeregdéw o wyrazach nieujemnych.



Zadanie 12.6. Obliczy¢ granice:

1 t
lim / cos dt.

x— t2

Zadanie 12.7. (a) Niech ¢ bedzie funkcja ciagta. Wykazaé, ze

/7r zo(sinz) do = z /7r p(sinx).
0 2 Jo

(b) Wyznaczy¢ catke

/7r rsinT q
———dx.
0 (14 cos?x)?

Zadanie 12.9. (wzér Wallisa) Niech a,, = J52sin™ x dz dla n > 0. Wykazad, 7e
(a) ag=7m/2, a1 = 1;

_ n—1 I _ @n-]D!' g _ @2mt
(b) @, = “—=a,_s, w konsekwencji ag, = “eon 20 @204l = g

(¢) (an) jest nierosnacy oraz a‘;jﬁ — 1;

T _ 1 (2n)!! 2
To .
(@ 5=l 5 <(2n - 1)!!)




13 Przejscie do granicy pod znakiem calki

Zadanie 13.1. Wykazac nastepujace twierdzenia o przejsciu do granicy pod znakiem
catki:
(a) Jesli fi € C°([a,b]) oraz fi = f, to [0 fu(z) dz =% [P f(2) da.

(b) Jesli f. € C°([0,00)) oraz fy :Ji f, a ponadto funkcje fr posiadaja wspdlne
ograniczenie |fy(z)| < g(x) przez funkcje g spetniajaca [;° g(z) dz < oo (tzw.

k—o0

majorante), to [5° fr(x) doe — [5° f(z) dz.

Wskazowka. W b) zastosowaé ograniczenie | [y fe(z) dz| < [3f 9(x) dx M=o, ),

Zadanie 13.2. Wyznaczy¢ nastepujace granice:

n+1 xdx
: 4
(a) Jlim (” /n M)
n g dx
: 3
(b) ,}13;0("/” $5+1>

2m n
(@ tim (o [T
n—oo \ 3w Jr arctg(nx)

Wskazowka. W ¢) skorzystaé z faktu, ze funkcja f(y) := arctyg(y) - #2 zbiega do =

przy y — oo.

Zadanie 13.3. Wykaza¢ rownosé

=1

©
/0 ex_ldx:Z—

5
n:ln

Wskazowka. Rozwinaé funkcje podcatkowa w szereg.

Zadanie 13.4. Dana jest funkcja dwoch zmiennych f(¢, x) taka, ze funkcje f oraz 0, f
(czyli pochodna funkcji t — f(t,z)) sa jednostajnie ciagle i ograniczone. Wykazac,
7€ WOwWczas

Gt/bf(t,x) dz = /bﬁtf(t,x) dz.

Uwaga. Przyktad zastosowania przejscia z pochodng pod znak catki mozna zobaczy¢
w Zadaniu 13.5. Zainteresowanym polecam tekst K. Conrada Differentiating under

the integral sign.


https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/analysis/diffunderint.pdf
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/analysis/diffunderint.pdf

o0

Zadanie 13.5. Szukamy wartosci catki J = | e dz. W tym celu okreslmy

funkcje P

(a) Uzasadni¢, ze F(0) = m/2 oraz F(t) =5 0.

(b) Wyprowadzi¢ réwnosé F'(t) = —2e** [ e ¥ dy.
(mozna przyjaé, ze dozwolone jest przejscie z rézniczkowaniem pod znak calki)

(c) Wyznaczy¢ warto$é F(t)[5° = —2J2
(d) Wywnioskowaé, ze J = @

Wskazowka. Skorzystaé z poprzednich dwoch zadan.

Zadanie 13.6. Korzystajac ze znajomosci catki [;°e ™ dz = 1, wyprowadzi¢ réw-

nos¢ -

/ x"e " dx = n!
0

na dwa sposoby:

(a) calkujac przez czesci n razy;

(b) rézniczkujac n razy funkcje f(t) = [5° e ™ dt.



14 Praca domowa — catka

Zasady rozwigzywania. Ponizsze cztery zadania nalezy samodzielnie rozwiazac,
a nastepnie ztozy¢ poprzez strone kursu na Moodle. Preferowana forma to dokument
zredagowany elektronicznie, dopuszczalny jest tez skan odrecznych rozwigzan pod
warunkiem czytelnosci pisma oraz skanu. Mozna i nalezy korzysta¢ z twierdzen dowie-
dzionych na wyktadzie i éwiczeniach, ale w przypadku twierdzen bez nazwy /nazwiska
nalezy wskaza¢ na zatozenia i tez¢ wykorzystywanego twierdzenia.

Termin. Rozwigzania nalezy oddaé¢ do piatku 2 czerwca (do pdinocy).

Zadanie 14.1. Wyznaczy¢ nastepujace catki nieoznaczone:

® | are
(b) / 1+ sindx$+ CcoS ¥

Zadanie 14.2. Obliczy¢ caltki oznaczone

w/2
(a) / sin x cos z sin(cos z) dz
0

(b)/1 de ( jest to calka niewladciwa)
e uwaga: jest to caika niewiasClwa
—1+/1 — CCQ

Zadanie 14.3. Obliczy¢ granice

. fyvViI4ttdt
lim -3

T—00 T

Wskazowka. Zastosowaé¢ podstawienie ¢ = zu lub regute de I’'Hospitala.

Zadanie 14.4. Zaltézmy, ze funkcja f: [0,00) — R jest ciagla, a ciag
1
an::/f(n—i—x)dx (n=0,1,2,...)
0

jest zbiezny: a, — a. Znalez¢ granice lim 3 f(nz) da.



15 Catka Riemanna

Zadanie 15.1. Wyznaczy¢ granice:

1 1 1
(a) lim( 4 +...+)
n—oo\n+1 n-+2 2n

2n+2 ]{33

(b) lim Y jekQ/"2

n—oo
=1

Zadanie 15.2. Rozwazmy funkcje

R—R =
/ o /(@) 0 dla z < 0.

{x2 cos & dlaxz >0,

Przekonaé sie, ze funkcja f jest rézniczkowalna wszedzie, ale f’ nie jest calkowalna
w sensie Riemanna na [0,1]. Ponadto zachodza réwnosci [) |f/(x)| dz = oo oraz
Jy f'(x) doz = f(1) — f(0) w sensie catki niewtadciwej.

Zadanie 15.3. (catka Henstocka—Kurzweila) Zatézmy, ze funkcja f: [0,1] — R jest
rézniczkowalna w kazdym punkcie swojej dziedziny (w przypadku 0 i 1 mamy do
czynienia z pochodna jednostronng). Wykazaé, ze

(a) Dla dowolnego y € [0,1] oraz |z — y| < d(y, ) zachodzi
[f (@) = fy) = F'(w)(z — )| <ele -yl

(b) Dla dowolnego y € [0,1] oraz x; < y < X9, |21 — 22| < I(y,e) zachodzi
|f(22) = fl21) = f/(y) (22 — 21)] < el — .

(c) Dla dowolnego podziatu [0, 1] na przedziaty 0 = zo < 21 < ... < x, = 1 oraz
dowolnego wyboru punktéw t; € [z;, z;41] zachodzi

n—1

Vizo,.m—1 |Ti — 1] < 6(t,e) = |(f(1) — f(0)) — Z F(ti)(zip1 —xi)| < e

i=0
Uwaga. Zapis < 0(y, e) nalezy rozumieé¢ jako nier6wno$é < 0 poprzedzona formuta
[

wdla kazdego y € [0, 1] i kazdego € > 0 istnieje 6 > 0”.

Zadanie 15.4. (podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego) Niech
f:1]0,1] — R bedzie funkcja klasy C*.



(a) Wykazaé, ze warto$¢ 6(y, ) w poprzednim zadaniu mozna wybraé niezaleznie
od y, to znaczy:

Ve>030>0Vaz,yel0,1]
e —yl<d = |f(x) = fly) = )z -y <clz -yl

(b) Wywnioskowaé, ze funkcja f’ jest calkowalna w sensie Riemanna, a jej catka

jest f(1) = £(0).

Zadanie 15.5. Niech f: [0,1] — R bedzie funkcja ciagta. Wykazaé, ze
1
() | f(@)g(na) do "= 0, gdzie g(x) = (~1)2"
0
1
(b) / f(z)sin(nz) dz
0

Zadanie 15.6. Dana jest funkcja ciagta f: [0,1] — R taka, ze [, f(z)2" dz = 0 dla
kazdego n = 0,1, 2,.... Udowodni¢, ze f = 0.

Wskazowka. Rozwazy¢ szczegdlny przypadek, gdy f jest wielomianem.

Zadanie 15.7. Dla f,g: [a,b] — R catkowalnych, p,q > 1, % + é = 1 wyprowadzié
nierownos$¢ Holdera

[ e e < ([ 1r@r a) ([ o ae)

Wskazéwka. Powtorzyé dowdd nieréwnoséci Holdera dla ciagow: 3 apby < (2 ah)V/P(3 b%)4a.

1/q



16 Praca domowa — zastosowania catki

Zasady rozwigzywania. Ponizsze cztery zadania nalezy samodzielnie rozwiazac,
a nastepnie ztozy¢ poprzez strone kursu na Moodle. Preferowana forma to dokument
zredagowany elektronicznie, dopuszczalny jest tez skan odrecznych rozwigzan pod
warunkiem czytelnosci pisma oraz skanu. Mozna i nalezy korzysta¢ z twierdzen dowie-
dzionych na wyktadzie i éwiczeniach, ale w przypadku twierdzen bez nazwy /nazwiska
nalezy wskaza¢ na zatozenia i tez¢ wykorzystywanego twierdzenia.

Termin. Rozwiazania nalezy odda¢ do $§rody 14 czerwca (do péinocy).

Zadanie 16.1. Dlam = 1,2, 3, ... wykazaé, ze

CoIm e om 1
lim = )
n—00 nmtl m+1

Zadanie 16.2. Wyprowadzi¢ nieréwnosci

in%réz n? — k2 <
k=0

n’r+n dlan=1,2,3,...

PN,

Zadanie 16.3. Uzasadni¢, ze funkcja beta Eulera

B(a,b) := /1 (1 — )t dt

0

okreslona dla a,b > 0 spelnia tozsamosc¢

bB(a+1,b) = aB(a,b+1).

Zadanie 16.4. Dana jest nieujemna funkcja ciagta f: [a,b] — R o maksimum réw-

nym M. Dowies¢, ze
b 1/n
( / fla) dx) nooo 6 p
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